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Voorflap 

De ontdekking van een nieuwe fractale 

wereld 

Wat begint als een wiskundige berekening kan uitgroeien tot een onverwachte en complexe 

driedimensionale structuur. 

In dit boek wordt de ontwikkeling beschreven van 3D Fractal Trigeometrie (FTG): een 

onderzoek naar de manier waarop eenvoudige mathematische regels kunnen leiden tot 

bijzondere ruimtelijke vormen. 

Centraal in deze ontdekking staat de familie van Juliusbulb-(p,n)-structuren en in het 

bijzonder Juliusbulb-(10,5). Binnen deze fractale wereld verschijnt het unieke Pikalle-

boompje: een vorm die niet ontworpen is, maar spontaan ontstaat uit de onderliggende 

geometrische regels. 

De ontwikkeling van deze structuren begon met computerexperimenten in 1997 en groeide uit 

tot driedimensionale modellen, 3D-prints en de presentatie binnen het project Fractal Forest. 

Dit boek beschrijft niet alleen de techniek achter de fractale berekeningen, maar ook de 

verwondering die ontstaat wanneer wiskunde en natuur elkaar lijken te raken. 

Het laat zien hoe verborgen patronen zichtbaar kunnen worden gemaakt en hoe een abstracte 

formule kan veranderen in een vorm die herkenbaar en betekenisvol wordt. 
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Titelpagina 

Pikalle Boompjes 

3D Fractal Trigeometrie (FTG) 

Een onderzoek naar driedimensionale fractale structuren, natuurlijke 

groeivormen en nieuwe wiskundige visualisaties 

 

Voorwoord 

Fractals vormen een bijzondere verbinding tussen wiskunde, natuur en beeldende kunst. 

Vanaf het moment dat fractale structuren zichtbaar werden gemaakt met behulp van 

computers, ontstond een nieuwe manier om complexe vormen te begrijpen. Patronen die 

vroeger alleen in de natuur zichtbaar waren, konden nu ook mathematisch worden beschreven 

en gevisualiseerd. 

Dit boek beschrijft mijn onderzoek naar een nieuwe benadering binnen de fractalwereld: 3D 

Fractal Trigeometrie (FTG). Binnen deze methode worden driedimensionale fractale 

structuren onderzocht vanuit een geometrisch systeem waarin ruimtelijke relaties, rotaties en 

groeipatronen centraal staan. 

Een belangrijk onderdeel van dit onderzoek vormt de ontwikkeling van de Juliusbulb-(p,n)-

familie. Deze driedimensionale fractale objecten laten een grote variatie aan vormen zien 

afhankelijk van de gekozen parameters. Binnen deze reeks neemt Juliusbulb-(10,5) een 

bijzondere plaats in. Deze configuratie vertoont structuren die doen denken aan natuurlijke 

groeivormen. 

Een van de meest opvallende ontdekkingen binnen dit onderzoek is het zogenaamde Pikalle-

boompje. Deze vorm ontstaat onder specifieke omstandigheden en vertoont een zelfstandige, 

organisch ogende structuur die zich losmaakt van de hoofdvorm. De combinatie van 

wiskundige precisie en natuurlijke uitstraling maakt deze structuur uniek. 

Het doel van dit boek is niet alleen het tonen van fraaie afbeeldingen, maar vooral het 

vastleggen van de achterliggende gedachte, de ontwikkeling van de formules en de mogelijke 

betekenis van deze structuren. Fractals zijn meer dan mooie afbeeldingen; zij laten zien hoe 

eenvoudige regels kunnen leiden tot zeer complexe vormen. 

De ontwikkeling van FTG is voortgekomen uit jaren van onderzoek, programmeren en 

experimenteren. De eerste programma’s dateren uit 1997. De resultaten zijn later verder 

ontwikkeld tot driedimensionale modellen, waaronder 3D-prints die onderdeel zijn geweest 

van de tentoonstelling Fractal Forest in het Evoluon / Next Nature Museum. 

Met deze publicatie wordt geprobeerd een overzicht te geven van de ontwikkeling, de 

betekenis en de mogelijkheden van 3D Fractal Trigeometrie. 
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Hoofdstuk 1 

Inleiding 

1.1 Het ontstaan van het onderzoek 

Mijn belangstelling voor fractale structuren ontstond vanuit de vraag hoe eenvoudige 

mathematische regels kunnen leiden tot complexe driedimensionale vormen. In de natuur zien 

we overal structuren die lijken te ontstaan volgens herhalende processen: bomen, bladeren, 

bloedvaten, zenuwstelsels en vele andere groeivormen. 

Deze natuurlijke patronen hebben vaak geen eenvoudige geometrische vorm, maar bezitten 

wel een onderliggende ordening. Fractalen bieden een manier om deze ordening wiskundig te 

onderzoeken. 

In 1997 ontwikkelde ik een eigen programma om driedimensionale fractale structuren te 

berekenen en zichtbaar te maken. Deze experimenten vormden de basis voor verdere 

ontwikkeling van een nieuwe benadering: 3D Fractal Trigeometrie (FTG). 

 

1.2 Van klassieke fractals naar driedimensionale fractals 

De klassieke fractalmeetkunde richt zich vaak op tweedimensionale afbeeldingen. Bekende 

voorbeelden zijn de Mandelbrot-set en Julia-verzamelingen. Deze structuren laten zien hoe 

eenvoudige vergelijkingen oneindig complexe patronen kunnen creëren. 

Een belangrijke stap verder is het onderzoeken van fractals in drie dimensies. Hierbij ontstaat 

een ruimtelijk object waarin niet alleen de vorm, maar ook de interne structuur en ruimtelijke 

relaties belangrijk worden. 

De overgang van 2D naar 3D betekent niet alleen een extra dimensie toevoegen. Het vraagt 

om een andere manier van denken over geometrie, rotatie en vormontwikkeling. 

 

1.3 De ontwikkeling van 3D Fractal Trigeometrie 

3D Fractal Trigeometrie (FTG) is ontwikkeld vanuit het idee dat fractale structuren niet alleen 

berekend kunnen worden vanuit algebraïsche herhaling, maar ook vanuit ruimtelijke 

geometrische relaties. 

Binnen FTG worden: 

• driedimensionale punten onderzocht;  

• ruimtelijke transformaties toegepast;  

• herhalende structuren opgebouwd;  
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• patronen gezocht die overeenkomen met natuurlijke groeivormen.  

De naam Trigeometrie verwijst naar de combinatie van drie dimensies en geometrische 

processen. 

 

1.4 Doelstelling van dit onderzoek 

Het doel van dit onderzoek is het begrijpen en beschrijven van nieuwe driedimensionale 

fractale structuren. 

Daarbij staan drie vragen centraal: 

1. Welke vormen ontstaan wanneer fractale vergelijkingen worden uitgebreid naar 

driedimensionale geometrieën?  

2. Welke parameters bepalen het ontstaan van bijzondere structuren zoals het Pikalle-

boompje?  

3. Kunnen deze mathematische structuren inzicht geven in natuurlijke groeiprocessen?  

Een belangrijk voorbeeld hierbij is de structuur Juliusbulb-(10,5). Deze vorm laat zien hoe 

een mathematisch systeem kan leiden tot structuren met eigenschappen die vergelijkbaar 

lijken met natuurlijke patronen. 

 

Hoofdstuk 2 

De basis van Fractal Trigeometrie (FTG) 

 

2.1 Het begrip fractal 

Een fractal is een wiskundige structuur die ontstaat door een eenvoudig proces steeds opnieuw 

toe te passen. Door deze herhaling ontstaat een vorm die op verschillende schalen 

vergelijkbare eigenschappen vertoont. 

Een belangrijk kenmerk van fractalen is dat er een relatie bestaat tussen eenvoud en 

complexiteit. De basisregels kunnen relatief eenvoudig zijn, terwijl de uiteindelijke structuur 

zeer ingewikkeld wordt. 

In de natuur vinden we veel voorbeelden van fractale eigenschappen: 

• de vertakkingen van bomen;  

• de structuur van bladeren;  

• longen en bloedvaten;  
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• rivierpatronen;  

• wolkenstructuren;  

• kristalgroei.  

Hoewel natuurlijke vormen niet exact volgens een wiskundige formule ontstaan, vertonen zij 

vaak wel een vergelijkbare ordening. 

Fractaliteit betekent daarom niet alleen herhaling, maar vooral het ontstaan van complexe 

structuren vanuit eenvoudige principes. 

 

2.2 Van tweedimensionale naar driedimensionale fractals 

De klassieke fractalwereld is vooral bekend geworden door tweedimensionale afbeeldingen. 

De Mandelbrot-set is hiervan het bekendste voorbeeld. 

Bij een tweedimensionale fractal wordt elk punt bepaald door twee coördinaten: 

𝑃(𝑥, 𝑦) 
 

Een driedimensionale fractal voegt een derde richting toe: 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 

Hierdoor ontstaat niet langer alleen een afbeelding, maar een ruimtelijk object. 

Deze overgang naar drie dimensies brengt nieuwe mogelijkheden: 

• ruimtelijke diepte;  

• interne structuren;  

• driedimensionale vertakkingen;  

• vormen die vanuit verschillende richtingen bekeken kunnen worden.  

Een 3D-fractal kan daardoor eigenschappen vertonen die meer overeenkomen met natuurlijke 

objecten. 

 

2.3 Het principe van Fractal Trigeometrie 

Binnen 3D Fractal Trigeometrie (FTG) wordt onderzocht hoe fractale berekeningen en 

geometrische transformaties samen nieuwe vormen kunnen creëren. 

Het uitgangspunt is dat een punt in de ruimte niet alleen een positie heeft, maar ook onderdeel 

is van een groeiproces. 
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Een punt: 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 

kan door een transformatie veranderen in een nieuw punt: 

𝑃′(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) 
 

Door deze bewerking vele malen te herhalen ontstaat een ruimtelijke structuur. 

De kracht van FTG ligt in de combinatie van: 

• fractale herhaling;  

• driedimensionale geometrie;  

• rotaties;  

• schaalveranderingen;  

• ruimtelijke symmetrie.  

Hierdoor ontstaan vormen die niet vooraf volledig voorspelbaar zijn. 

 

2.4 De rol van parameters 

Een fractale structuur wordt bepaald door parameters. Kleine veranderingen in deze waarden 

kunnen grote verschillen in vorm veroorzaken. 

Binnen de Juliusbulb-reeks spelen vooral twee parameters een belangrijke rol: 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (𝑝, 𝑛) 
 

waarbij: 

p 

de vormparameter vertegenwoordigt die invloed heeft op de geometrische transformatie. 

n 

het aantal iteraties of ontwikkelingsniveau bepaalt. 

Door verschillende waarden van p en n te onderzoeken ontstaat een grote familie van 

driedimensionale structuren. 

Een voorbeeld: 

• Juliusbulb-(10,1)  

• Juliusbulb-(10,2)  
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• Juliusbulb-(10,3)  

• ...  

• Juliusbulb-(10,25)  

vormen samen een ontwikkelingsreeks waarin de groei van de structuur zichtbaar wordt. 

 

2.5 De Juliusbulb-formule 

De Juliusbulb-structuren zijn gebaseerd op een uitbreiding van de bekende Julia- en 

Mandelbrot-principes naar drie dimensies. 

Een algemeen fractaal proces kan worden weergegeven als: 

𝑍𝑛+1 = 𝐹(𝑍𝑛) + 𝐶 
 

waarbij: 

• 𝑍𝑛de huidige positie vertegenwoordigt;  

• 𝐹de transformatie is;  

• 𝐶een constante waarde toevoegt.  

Binnen FTG wordt deze gedachte uitgebreid naar ruimtelijke coördinaten. 

De positie wordt beschreven als: 

𝑍 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 

waardoor de ontwikkeling van een punt door de driedimensionale ruimte gevolgd kan worden. 

 

2.6 Het belang van iteratie 

Iteratie betekent dat een berekening steeds opnieuw wordt uitgevoerd. 

Bijvoorbeeld: 

Stap 1: 

een beginpunt wordt gekozen. 

Stap 2: 

de fractale transformatie wordt toegepast. 
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Stap 3: 

het nieuwe punt wordt opnieuw berekend. 

Stap 4: 

dit proces wordt vele malen herhaald. 

Door deze herhaling ontstaan structuren die vergelijkbaar zijn met groeiprocessen. 

Een boom groeit immers ook niet in één stap. Elke nieuwe vertakking ontstaat vanuit eerdere 

groei. 

Deze overeenkomst tussen mathematische iteratie en natuurlijke ontwikkeling vormt een 

belangrijk uitgangspunt binnen dit onderzoek. 

 

2.7 Het ontstaan van bijzondere structuren 

Niet iedere combinatie van parameters leidt tot bijzondere vormen. 

Veel Juliusbulb-structuren bestaan uit complexe oppervlakken, maar sommige 

parametercombinaties produceren onverwachte details. 

Een van de meest opvallende voorbeelden is het ontstaan van het: 

Pikalle-boompje 

Deze structuur verschijnt binnen een specifieke configuratie van de Juliusbulb-familie. 

De belangrijkste kenmerken zijn: 

• een boomachtige vertakkingsstructuur;  

• een duidelijke zelfstandige vorm;  

• een natuurlijke uitstraling;  

• een relatie met de hoofdstructuur van de Juliusbulb.  

De ontdekking van deze vorm leidde tot verder onderzoek naar de voorwaarden waaronder 

deze ontstaat. 

 

2.8 Van mathematisch object naar 

natuurlijk model 

Een belangrijk uitgangspunt van FTG is dat een mathematisch object niet alleen als 

afbeelding moet worden gezien. 
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Een fractale structuur kan ook worden beschouwd als een model voor processen: 

• groei;  

• ontwikkeling;  

• verspreiding;  

• organisatie.  

Daarom wordt binnen dit onderzoek gekeken naar mogelijke relaties tussen de structuren van 

Juliusbulb-(10,5) en natuurlijke systemen. 

Een voorbeeld hiervan is de vraag of fractale groeipatronen kunnen helpen bij het visualiseren 

van biologische processen. 

 

Hoofdstuk 3 

Juliusbulb-(p,n) 

 

3.1 Ontstaan van de Juliusbulb-familie 

De ontwikkeling van de Juliusbulb-serie is voortgekomen uit het onderzoek naar 

driedimensionale fractale structuren binnen de 3D Fractal Trigeometrie (FTG). 

Het uitgangspunt was het vinden van een methode waarmee de bekende tweedimensionale 

fractale principes konden worden uitgebreid naar ruimtelijke objecten. 

Een tweedimensionale fractal kan worden weergegeven als een verzameling punten in een 

vlak. Een driedimensionale fractal vraagt echter om een uitbreiding naar een volume waarin 

ieder punt een plaats heeft binnen een driedimensionaal coördinatenstelsel. 

De basisvorm wordt bepaald door een combinatie van: 

• een beginpunt in de ruimte;  

• een fractale transformatie;  

• een aantal herhalingen;  

• parameters die de uiteindelijke vorm beïnvloeden.  

Door deze elementen te combineren ontstond een nieuwe familie van objecten die de naam 

Juliusbulb kreeg. 

De naam verwijst naar de bolvormige, organische uitstraling van veel van deze structuren en 

naar de specifieke methode waarmee ze binnen FTG worden gegenereerd. 
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3.2 De betekenis van Juliusbulb-(p,n) 

Iedere Juliusbulb wordt aangeduid met twee parameters: 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (𝑝, 𝑛) 
 

Deze notatie beschrijft de instellingen waarmee de structuur wordt opgebouwd. 

Parameter p 

De parameter p bepaalt de geometrische eigenschappen van de transformatie. 

Een verandering van p beïnvloedt onder andere: 

• de symmetrie;  

• de kromming;  

• de verdeling van oppervlakken;  

• het ontstaan van vertakkingen.  

Binnen het onderzoek zijn verschillende waarden van p onderzocht. 

Een bijzondere reeks ontstaat bij: 

𝑝 = 6 + 4𝑖 
 

waarbij: 

𝑖 = 1,2,3, . . . 
 

Deze reeks levert structuren op met specifieke geometrische eigenschappen. 

 

Parameter n 

De parameter n staat voor het ontwikkelingsniveau van de fractale structuur. 

Bij een lage waarde van n is de vorm relatief eenvoudig. 

Bij hogere waarden neemt de complexiteit toe. 

Een ontwikkelingsreeks kan bijvoorbeeld worden weergegeven als: 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (10, 1) 
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tot 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (10, 25) 
 

Hierbij wordt zichtbaar hoe de structuur zich stap voor stap ontwikkelt. 

 

3.3 Juliusbulb-(10,5) 

Binnen de onderzochte Juliusbulb-familie neemt: 

Juliusbulb-(10,5) 

een bijzondere plaats in. 

Deze configuratie laat een combinatie zien van: 

• een stabiele hoofdstructuur;  

• complexe interne geometrie;  

• organisch ogende vormen;  

• het ontstaan van het Pikalle-boompje.  

De keuze voor deze vorm is niet alleen gebaseerd op visuele eigenschappen. De structuur 

vertoont ook kenmerken die interessant zijn vanuit het perspectief van natuurlijke 

groeiprocessen. 

De vorm lijkt niet willekeurig opgebouwd, maar toont een duidelijke interne organisatie. 

 

Figuur 1 – Juliusbulb-(10,5) 

[Plaats afbeelding: volledige 3D-weergave van Juliusbulb-(10,5)] 

Beschrijving: 

De afbeelding toont de driedimensionale hoofdstructuur van Juliusbulb-(10,5). De complexe 

oppervlakte bestaat uit vele herhalende geometrische patronen die gezamenlijk een 

bolvormige fractale structuur vormen. 

 

3.4 Ontwikkelingsreeks n = 1 tot n = 25 
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Een belangrijk onderdeel van het onderzoek is het volgen van de ontwikkeling van een 

Juliusbulb bij oplopende waarden van n. 

De reeks: 

𝑛 = 1,2,3, . . . ,25 
 

laat zien hoe uit een eenvoudige beginvorm een steeds complexere structuur ontstaat. 

Bij lage waarden: 

• is de basisgeometrie duidelijk zichtbaar;  

• zijn er minder details;  

• overheerst de globale vorm.  

Bij hogere waarden: 

• ontstaan meer vertakkingen;  

• neemt de oppervlaktecomplexiteit toe;  

• verschijnen nieuwe substructuren.  

Deze ontwikkeling vertoont overeenkomsten met natuurlijke groeiprocessen waarbij 

eenvoudige beginvormen langzaam complexer worden. 

 

Figuur 2 – Ontwikkeling Juliusbulb-(10,n) 

[Plaats afbeelding: reeks van n = 1 t/m n = 25] 

Beschrijving: 

Een serie afbeeldingen toont de opeenvolgende ontwikkelingsstadia van Juliusbulb-(10,n). De 

reeks maakt zichtbaar hoe de fractale structuur groeit en verandert bij toenemende iteratie. 

 

3.5 De bijzondere positie van n = 5 

Hoewel iedere waarde van n interessante structuren oplevert, blijkt binnen dit onderzoek: 

𝑛 = 5 
 

een uitzonderlijke positie in te nemen. 

Bij deze waarde ontstaat een balans tussen: 



 

19 van 70 
 

• herkenbare hoofdvorm;  

• voldoende detail;  

• duidelijke natuurlijke patronen.  

Het resultaat is een structuur waarin het Pikalle-boompje zichtbaar wordt. 

Het bijzondere hierbij is dat het niet gaat om een vooraf ontworpen onderdeel. Het boompje 

ontstaat automatisch uit de wiskundige regels van het systeem. 

Dit maakt de ontdekking bijzonder: de vorm is niet handmatig toegevoegd, maar komt voort 

uit de onderliggende geometrie. 

 

3.6 De relatie tussen Juliusbulb en 

natuurlijke vormen 

De Juliusbulb-structuren laten verschillende eigenschappen zien die herinneren aan 

natuurlijke systemen: 

• vertakkingen;  

• groei vanuit een kern;  

• herhaling op verschillende schalen;  

• lokale variatie binnen een groter geheel.  

Deze overeenkomsten betekenen niet dat de fractal identiek is aan een biologisch proces. Het 

betekent wel dat dezelfde soort wiskundige principes kunnen leiden tot vormen die 

vergelijkbare eigenschappen vertonen. 

Daarmee ontstaat een interessant onderzoeksgebied tussen: 

• wiskunde;  

• geometrie;  

• computerwetenschap;  

• natuurmodellering.  

 

3.7 De weg naar het Pikalle-boompje 

Tijdens het onderzoeken van verschillende Juliusbulb-configuraties ontstond een opvallende 

zelfstandige structuur. 

Deze structuur kreeg de naam: 

Pikalle-boompje 
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Het Pikalle-boompje vormt een overgang tussen een abstract fractaal object en een herkenbare 

natuurlijke vorm. 

De volgende hoofdstukken gaan uitgebreid in op: 

• de exacte ontstaansvoorwaarden;  

• de relatie met p en n;  

• de positie 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 1);  
• het loskomen van de hoofdstructuur;  

• de mogelijke betekenis voor natuurlijke modellen.  

 

Hoofdstuk 4 

Het Pikalle-boompje 

 

4.1 De ontdekking van het Pikalle-boompje 

Binnen het onderzoek naar de Juliusbulb-(p,n)-familie ontstonden veel verschillende 

driedimensionale fractale vormen. De meeste structuren bleven onderdeel van de hoofdvorm: 

complexe oppervlakken, uitstulpingen en interne patronen die samen één geheel vormden. 

Tijdens het onderzoeken van specifieke parametercombinaties werd echter een bijzondere 

structuur zichtbaar die zich onderscheidde van de rest. 

Deze vorm had kenmerken die sterk deden denken aan een jonge boom: 

• een centrale stamachtige structuur;  

• vertakkingen;  

• een duidelijke groeirichting;  

• een zelfstandige ruimtelijke vorm.  

Omdat deze vorm niet vooraf was ontworpen maar spontaan uit de fractale berekening 

ontstond, kreeg deze de naam: 

Pikalle-boompje 

De naam staat voor de herkenbare boomachtige structuur die binnen de Juliusbulb zichtbaar 

wordt. 
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4.2 Het bijzondere karakter van het Pikalle-

boompje 

Het Pikalle-boompje is bijzonder omdat het een overgang laat zien tussen abstracte wiskunde 

en herkenbare natuurlijke vormen. 

Een fractale formule kent geen begrip van een boom. De formule berekent alleen punten 

volgens bepaalde regels. 

Toch ontstaat een vorm die menselijke waarneming interpreteert als organisch. 

Dit roept interessante vragen op: 

• Waarom ontstaan sommige mathematische structuren die lijken op natuurlijke 

vormen?  

• Welke eigenschappen zorgen ervoor dat een abstract patroon een biologische 

uitstraling krijgt?  

• Zijn er algemene wiskundige principes achter groei en vormontwikkeling?  

Het Pikalle-boompje vormt hierdoor een interessant onderzoeksobject binnen de verbinding 

tussen fractalmeetkunde en natuurlijke modellering. 

 

4.3 De ontstaansvoorwaarden 

Uit het onderzoek blijkt dat het Pikalle-boompje niet bij iedere Juliusbulb-configuratie 

ontstaat. 

De verschijning is gekoppeld aan specifieke voorwaarden. 

De belangrijkste combinatie is: 

𝑝 = 6 + 4𝑖 
 

waarbij: 

𝑖 = 1,2,3, . . . 
 

en: 

𝑛 = 5 
 

Deze combinatie levert een structuur op waarin het Pikalle-boompje zichtbaar wordt. 
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Voor andere waarden van n verandert de vorm. 

Bijvoorbeeld: 

• lagere waarden van n tonen vaak een minder ontwikkelde structuur;  

• hogere waarden van n kunnen meer complexe maar minder herkenbare patronen 

geven.  

De waarde: 

𝑛 = 5 
 

blijkt een bijzonder evenwicht te geven tussen eenvoud en complexiteit. 

 

4.4 De rol van P(x,y,z) = (0,0,1) 

Een belangrijke positie binnen het ontstaan van het Pikalle-boompje is: 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 1) 
 

Deze positie vormt een speciaal punt binnen de driedimensionale ruimte van de fractale 

structuur. 

Het punt kan worden gezien als een referentiepunt waar vanuit de geometrische ontwikkeling 

wordt bekeken. 

Binnen FTG speelt de positie van punten een belangrijke rol omdat een kleine verandering in 

locatie invloed kan hebben op het uiteindelijke patroon. 

Het onderzoeken van dit specifieke punt helpt bij het begrijpen waarom juist op deze plaats 

een bijzondere structuur ontstaat. 

 

4.5 Het loskomen van de hoofdstructuur 

Een van de meest opvallende eigenschappen van het Pikalle-boompje is dat het zich kan 

presenteren als een afzonderlijk onderdeel van de Juliusbulb. 

Dit verschijnsel is visueel bijzonder: 

• eerst maakt het deel uit van de hoofdstructuur;  

• daarna lijkt het zich daarvan los te maken;  

• uiteindelijk ontstaat een zelfstandige vorm.  
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Dit proces doet denken aan natuurlijke ontwikkelingen zoals: 

• een nieuwe vertakking van een plant;  

• een kiem die zich ontwikkelt;  

• een afzonderlijke groeirichting binnen een groter systeem.  

Binnen de wiskundige beschrijving blijft het echter één geheel: het resultaat van dezelfde 

fractale regels. 

 

Figuur 3 – Het Pikalle-boompje binnen Juliusbulb-(10,5) 

[Plaats afbeelding: Pikalle-boompje verbonden met de hoofdstructuur] 

Beschrijving: 

De afbeelding toont de plaats waar het Pikalle-boompje ontstaat binnen Juliusbulb-(10,5). De 

structuur vormt een herkenbare vertakking binnen het grotere fractale object. 

 

Figuur 4 – Losstaand Pikalle-boompje 

[Plaats afbeelding: Pikalle-boompje losgemaakt van Juliusbulb-(10,5)] 

Beschrijving: 

Door de structuur afzonderlijk te visualiseren wordt de boomachtige vorm duidelijk zichtbaar. 

De vertakkingen tonen een zelfstandige fractale organisatie. 

 

4.6 Vergelijking met natuurlijke 

groeivormen 

De overeenkomst tussen het Pikalle-boompje en natuurlijke structuren is opvallend. 

Vergelijkbare kenmerken zijn: 

Fractale structuur Natuurlijke structuur 

herhaling groei 

vertakkingen takkenstelsel 

centrale as stam 

lokale variatie biologische diversiteit 

ontwikkeling door stappen groeifasen 
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Deze vergelijking betekent niet dat de fractal een biologisch organisme is. Het betekent dat 

dezelfde soort wiskundige principes kunnen leiden tot vormen die vergelijkbare visuele 

eigenschappen hebben. 

 

4.7 Het Pikalle-boompje als 

onderzoeksmodel 

Het Pikalle-boompje biedt een mogelijkheid om te onderzoeken hoe complexe vormen 

ontstaan vanuit eenvoudige regels. 

Mogelijke onderzoeksvragen zijn: 

• Kan de groeistructuur mathematisch worden beschreven?  

• Welke parameters bepalen de vorm?  

• Hoe verandert de structuur bij kleine wijzigingen?  

• Kunnen vergelijkbare patronen worden gevonden in andere fractale systemen?  

Hiermee wordt het Pikalle-boompje niet alleen een visueel interessant object, maar ook een 

onderzoeksmodel. 

 

4.8 Samenvatting hoofdstuk 4 

Het Pikalle-boompje is een bijzondere structuur binnen de Juliusbulb-familie. 

De belangrijkste kenmerken zijn: 

• ontstaan binnen specifieke FTG-configuraties;  

• gekoppeld aan 𝑝 = 6 + 4𝑖;  
• duidelijk zichtbaar bij 𝑛 = 5;  

• verbonden met het punt 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 1);  
• vertoont eigenschappen die doen denken aan natuurlijke groei.  

Het vormt daarmee een belangrijk onderdeel van het onderzoek naar 3D Fractal Trigeometrie. 

 

Hoofdstuk 5 

Fractals en natuurlijke processen 
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5.1 De relatie tussen wiskundige fractals en de natuur 

Wanneer men naar de natuur kijkt, valt op dat veel structuren niet volgens klassieke 

geometrische vormen zijn opgebouwd. Een boom is geen cilinder met rechte takken, een long 

is geen eenvoudig buizensysteem en een rivier volgt geen perfecte lijn. 

Toch bevatten deze vormen een duidelijke ordening. 

Deze ordening bestaat vaak uit: 

• herhaling;  

• vertakking;  

• schaalverandering;  

• zelforganisatie;  

• ontwikkeling vanuit een eenvoudig beginpunt.  

Dit zijn eigenschappen die ook binnen fractale systemen voorkomen. 

Een fractal probeert niet de natuur exact na te maken, maar beschrijft een wiskundig principe 

dat vergelijkbare eigenschappen kan opleveren. 

 

5.2 Groei als iteratief proces 

Een belangrijk principe binnen FTG is dat groei kan worden gezien als een opeenvolging van 

stappen. 

Een natuurlijke structuur ontstaat meestal niet in één moment, maar door een reeks 

ontwikkelingen. 

Bijvoorbeeld: 

Een boom begint als een zaailing. 

Daarna ontstaan: 

1. een eerste stam;  

2. primaire vertakkingen;  

3. secundaire vertakkingen;  

4. steeds kleinere structuren.  

Dit proces lijkt op fractale iteratie: 

1. een beginvorm;  

2. een transformatie;  

3. herhaling;  

4. toenemende complexiteit.  
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De overeenkomst ligt dus niet in de exacte vorm, maar in het ontwikkelingsprincipe. 

 

5.3 Juliusbulb-(10,5) als model voor 

natuurlijke structuren 

Binnen het onderzoek naar Juliusbulb-(10,5) ontstond de vraag of een fractale structuur 

gebruikt kan worden als model voor processen die in de natuur voorkomen. 

De belangstelling gaat hierbij vooral uit naar de manier waarop complexe patronen ontstaan 

vanuit eenvoudige regels. 

Juliusbulb-(10,5) heeft eigenschappen die interessant zijn voor een dergelijke benadering: 

• een centrale structuur;  

• groeiende complexiteit;  

• lokale vertakkingen;  

• afzonderlijke substructuren;  

• een duidelijke relatie tussen vorm en parameterinstellingen.  

Het doel is niet om te beweren dat een fractal hetzelfde is als een biologisch proces. Het doel 

is om te onderzoeken of de wiskundige eigenschappen van fractale groei kunnen helpen bij 

het visualiseren en begrijpen van complexe systemen. 

 

5.4 Fractale patronen in biologische 

systemen 

Veel biologische systemen vertonen patronen die vanuit een fractaal perspectief kunnen 

worden onderzocht. 

Voorbeelden zijn: 

Bloedvaten 

Het bloedvatenstelsel bestaat uit een netwerk van steeds kleinere vertakkingen. Hierdoor kan 

transport van stoffen efficiënt plaatsvinden. 

Longstructuur 

De longen bevatten een enorme hoeveelheid vertakkingen waardoor een groot 

uitwisselingsoppervlak ontstaat. 
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Zenuwstelsel 

Zenuwcellen ontwikkelen complexe vertakkingen waarmee informatie wordt doorgegeven. 

Planten 

De groei van takken, wortels en bladeren vertoont vaak een hiërarchische structuur. 

Deze voorbeelden laten zien dat natuurlijke systemen vaak gebruikmaken van efficiënte 

ruimtelijke organisatie. 

 

5.5 Het onderzoek naar biologische 

groeipatronen 

Een van de gedachten achter het onderzoek met Juliusbulb-(10,5) is de mogelijkheid om 

fractale structuren te gebruiken als hulpmiddel om complexe biologische processen beter 

zichtbaar te maken. 

Een biologisch proces kan moeilijk direct worden weergegeven omdat: 

• veel processen zich op microscopisch niveau afspelen;  

• structuren voortdurend veranderen;  

• ruimtelijke relaties ingewikkeld zijn.  

Een mathematisch model kan helpen door bepaalde eigenschappen te isoleren: 

• vormontwikkeling;  

• verspreiding;  

• vertakking;  

• ruimtelijke organisatie.  

 

5.6 De gedachte achter het onderzoek naar 

het gordelroosvirus 

Binnen dit onderzoek ontstond de vraag of FTG mogelijk gebruikt kan worden om bepaalde 

eigenschappen van virale processen te visualiseren. 

Het gordelroosvirus (varicella-zostervirus) is een biologisch systeem met complexe 

eigenschappen: 

• het virus kan zich in het lichaam verspreiden;  
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• het kan lange tijd aanwezig blijven;  

• het kan onder bepaalde omstandigheden opnieuw actief worden.  

De gedachte achter het FTG-onderzoek is niet dat Juliusbulb-(10,5) het virus letterlijk 

beschrijft, maar dat een fractaal model mogelijk kan helpen bij het nadenken over: 

• verspreidingspatronen;  

• ruimtelijke organisatie;  

• veranderingen door de tijd.  

Het gaat hierbij om een conceptueel model: een manier om processen zichtbaar en 

bespreekbaar te maken. 

 

5.7 Van fractale vorm naar modeldenken 

Een belangrijk onderdeel van wetenschappelijk onderzoek is het maken van modellen. 

Een model is nooit de werkelijkheid zelf. Het is een vereenvoudigde voorstelling waarmee 

bepaalde eigenschappen onderzocht kunnen worden. 

Een goed model helpt om vragen te stellen: 

• Welke factoren zijn belangrijk?  

• Welke patronen kunnen worden herkend?  

• Welke veranderingen hebben grote gevolgen?  

Binnen FTG wordt de fractale structuur gebruikt als een ruimtelijk denkmodel. 

 

5.8 De mogelijke betekenis van FTG 

De ontwikkeling van 3D Fractal Trigeometrie kan worden gezien als een onderzoek naar de 

verbinding tussen: 

• wiskunde;  

• kunstmatige visualisatie;  

• natuurlijke vormen;  

• complexe systemen.  

De Juliusbulb-serie en het Pikalle-boompje laten zien dat eenvoudige mathematische regels 

kunnen leiden tot onverwachte structuren. 

Deze ontdekking opent mogelijkheden voor verder onderzoek naar: 

• nieuwe fractale vormen;  
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• driedimensionale modellen;  

• toepassingen binnen visualisatie;  

• vergelijkingen met natuurlijke processen.  

 

Figuur 5 – Juliusbulb-(10,5) als natuurlijk model 

[Plaats afbeelding: Juliusbulb-(10,5) naast een natuurlijke groeivorm] 

Beschrijving: 

Een vergelijking tussen een fractale structuur en een natuurlijke vorm laat zien hoe beide 

systemen vergelijkbare eigenschappen kunnen vertonen, zoals vertakking en groei. 

 

5.9 Samenvatting hoofdstuk 5 

Fractals en natuurlijke systemen delen bepaalde principes van organisatie en ontwikkeling. 

Juliusbulb-(10,5) vormt binnen FTG een voorbeeld van hoe een mathematisch systeem 

structuren kan produceren die doen denken aan natuurlijke groei. 

Het Pikalle-boompje laat zien dat vanuit eenvoudige regels een complexe en herkenbare vorm 

kan ontstaan. 

Deze eigenschappen maken FTG interessant als hulpmiddel voor onderzoek naar complexe 

structuren. 

 

Hoofdstuk 6 

Visualisaties, computerberekeningen en 3D-

modellen 

 

6.1 Van formule naar ruimtelijk object 

Een fractale formule bestaat in eerste instantie alleen uit wiskundige regels. De vorm bestaat 

nog niet als tastbaar object. Pas door berekening en visualisatie wordt de structuur zichtbaar. 

Binnen 3D Fractal Trigeometrie verloopt het proces in verschillende stappen: 
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1. definiëren van de mathematische regels;  

2. kiezen van de parameters;  

3. berekenen van punten in de driedimensionale ruimte;  

4. selecteren van de punten die onderdeel worden van de structuur;  

5. omzetten van de berekende gegevens naar een zichtbaar model.  

Hierdoor ontstaat een overgang: 

formule → berekening → beeld → 3D-object 

 

Een belangrijk aspect hierbij is dat de computer niet de vorm tekent volgens een vooraf 

bepaald ontwerp. De vorm ontstaat uit de regels van het systeem. 

 

6.2 De ontwikkeling van het 

computerprogramma 

De eerste experimenten met driedimensionale fractale structuren begonnen in 1997. 

Het doel van het programma was het onderzoeken van de mogelijkheden om fractale 

principes uit te breiden naar de derde dimensie. 

In de loop van de ontwikkeling werden verschillende mogelijkheden onderzocht: 

• het berekenen van ruimtelijke punten;  

• het toepassen van transformaties;  

• het veranderen van parameters;  

• het bekijken van de invloed van iteraties;  

• het opslaan van driedimensionale resultaten.  

Door steeds nieuwe berekeningen uit te voeren ontstond een steeds beter inzicht in de relatie 

tussen formule en vorm. 

 

6.3 Het belang van visualisatie 

Een fractale structuur kan moeilijk begrepen worden wanneer deze alleen als formule wordt 

beschreven. 

Een afbeelding maakt zichtbaar: 

• hoe de structuur is opgebouwd;  

• waar symmetrie ontstaat;  

• waar afwijkingen voorkomen;  
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• hoe onderdelen zich tot elkaar verhouden.  

Bij driedimensionale fractals is dit nog belangrijker omdat één afbeelding nooit alle 

eigenschappen kan tonen. 

Een 3D-model kan vanuit verschillende richtingen worden bekeken, waardoor nieuwe details 

zichtbaar worden. 

 

6.4 De Juliusbulb-reeks als 

ontwikkelingsonderzoek 

Binnen het onderzoek naar Juliusbulb-(p,n) werden verschillende combinaties van parameters 

onderzocht. 

Een belangrijke reeks is: 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (10, 𝑛) 
 

waarbij: 

𝑛 = 1 tot 25 
 

Deze reeks laat zien hoe de structuur zich ontwikkelt. 

Bij elke waarde van n verandert: 

• de hoeveelheid detail;  

• de vormcomplexiteit;  

• de verhouding tussen hoofdstructuur en substructuren.  

De reeks vormt daarmee een visuele registratie van de ontwikkeling van een fractale vorm. 

 

Figuur 6 – Ontwikkelingsreeks Juliusbulb-(10,n) 

[Plaats afbeelding: overzicht n = 1 t/m n = 25] 

Beschrijving: 

De serie toont de opeenvolgende stadia van de ontwikkeling van Juliusbulb-(10,n). De 

overgang van eenvoudige naar complexe structuren wordt zichtbaar. 
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6.5 Het maken van 3D-modellen 

Een belangrijke stap binnen het onderzoek was het omzetten van digitale fractale structuren 

naar fysieke objecten. 

Een digitaal model bevat informatie over: 

• de geometrie;  

• de oppervlakken;  

• de ruimtelijke verhoudingen.  

Door middel van 3D-printtechnieken kan deze informatie worden omgezet in een tastbaar 

object. 

Dit maakt het mogelijk om een fractal niet alleen digitaal te bekijken, maar ook fysiek te 

ervaren. 

 

6.6 De 3D-print van Juliusbulb-(10,5) 

Een bijzonder resultaat van het onderzoek was het vervaardigen van een fysieke 3D-print van 

Juliusbulb-(10,5). 

Hierdoor werd zichtbaar dat de fractale structuur ook als ruimtelijk object overtuigend blijft. 

De 3D-print maakte verschillende eigenschappen duidelijk: 

• de complexiteit van het oppervlak;  

• de ruimtelijke diepte;  

• de verhouding tussen grote en kleine structuren;  

• de natuurlijke uitstraling van bepaalde vormen.  

 

Figuur 7 – 3D-print Juliusbulb-(10,5) 

[Plaats afbeelding: fysieke 3D-print van Juliusbulb-(10,5)] 

Beschrijving: 

De afbeelding toont de overgang van een digitale berekening naar een tastbaar ruimtelijk 

object. 
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6.7 Fractal Forest 

De ontwikkeling van de Juliusbulb-structuren kreeg ook een plaats buiten het digitale 

onderzoek. 

Een aantal resultaten werd opgenomen in het project: 

Fractal Forest 

Dit project liet zien hoe fractale structuren kunnen functioneren als een verbinding tussen: 

• wetenschap;  

• technologie;  

• kunst;  

• natuurbeleving.  

De driedimensionale objecten werden gepresenteerd als zelfstandige vormen die bezoekers 

konden bekijken vanuit verschillende perspectieven. 

De tentoonstelling maakte duidelijk dat fractals niet alleen mathematische objecten zijn, maar 

ook een esthetische en ruimtelijke ervaring kunnen vormen. 

 

Figuur 8 – Fractal Forest tentoonstelling 

[Plaats afbeelding: presentatie van de fractale objecten in Evoluon / Next Nature 

Museum] 

Beschrijving: 

De afbeelding toont de presentatie van de fractale objecten binnen de tentoonstelling Fractal 

Forest. 

 

6.8 De betekenis van fysieke modellen 

Een fysieke fractal heeft een andere werking dan een afbeelding op een scherm. 

Een driedimensionaal object: 

• heeft volume;  

• kan worden bekeken vanuit meerdere richtingen;  

• maakt schaalverschillen duidelijk;  

• laat de relatie tussen vorm en ruimte zien.  
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Hierdoor ontstaat een beter begrip van de structuur. 

Voor FTG is dit belangrijk omdat de derde dimensie geen toevoeging is, maar een essentieel 

onderdeel van het onderzoek. 

 

6.9 De combinatie van wetenschap en kunst 

De ontwikkeling van Juliusbulb-(10,5) laat zien dat wetenschap en kunst elkaar kunnen 

versterken. 

De wiskundige regels zorgen voor: 

• precisie;  

• reproduceerbaarheid;  

• structuur.  

De visualisatie zorgt voor: 

• herkenbaarheid;  

• interpretatie;  

• beleving.  

Samen maken zij complexe mathematische processen toegankelijk. 

 

6.10 Samenvatting hoofdstuk 6 

De ontwikkeling van FTG heeft geleid van: 

• een computerprogramma in 1997;  

• naar digitale fractale berekeningen;  

• naar driedimensionale visualisaties;  

• naar fysieke 3D-modellen;  

• naar presentatie binnen Fractal Forest.  

Juliusbulb-(10,5) vormt hierin een belangrijk voorbeeld van hoe een mathematisch concept 

kan uitgroeien tot een zichtbaar en tastbaar object. 

 

Hoofdstuk 7 - Beschouwing en toekomst 

7.1 Terugblik op de ontwikkeling van FTG 
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De ontwikkeling van 3D Fractal Trigeometrie (FTG) is begonnen vanuit een fundamentele 

vraag: 

Hoe kunnen eenvoudige wiskundige regels leiden tot complexe driedimensionale 

structuren die eigenschappen vertonen van natuurlijke vormen? 

Vanaf de eerste experimenten in 1997 heeft het onderzoek zich ontwikkeld van 

computerberekeningen naar driedimensionale modellen en fysieke objecten. 

De ontwikkeling van de Juliusbulb-familie heeft laten zien dat kleine veranderingen in 

parameters grote verschillen in vorm kunnen veroorzaken. 

Daarbij ontstond een grote variatie aan structuren, waarvan sommige een bijzondere plaats 

innemen vanwege hun herkenbare en natuurlijke uitstraling. 

Een belangrijk voorbeeld hiervan is: 

Juliusbulb-(10,5) 

 

7.2 De betekenis van Juliusbulb-(10,5) 

Juliusbulb-(10,5) vormt binnen dit onderzoek een bijzonder voorbeeld van een fractale 

structuur waarin verschillende eigenschappen samenkomen: 

• mathematische complexiteit;  

• driedimensionale organisatie;  

• visuele harmonie;  

• natuurlijke herkenbaarheid.  

De vorm laat zien dat een fractale formule niet alleen een abstracte berekening oplevert, maar 

ook kan leiden tot structuren die uitnodigen tot verdere interpretatie. 

Het Pikalle-boompje is hiervan een duidelijk voorbeeld. 

Deze structuur toont hoe vanuit dezelfde regels een onderdeel kan ontstaan dat zelfstandig als 

vorm herkenbaar wordt. 

 

7.3 Het belang van onverwachte 

ontdekkingen 

Een belangrijk onderdeel van wetenschappelijk onderzoek is het herkennen van onverwachte 

resultaten. 
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Wanneer een berekening wordt uitgevoerd, is niet altijd vooraf bekend welke structuur zal 

ontstaan. 

Juist deze onverwachte resultaten kunnen nieuwe vragen opleveren. 

De ontdekking van het Pikalle-boompje leidde bijvoorbeeld tot vragen zoals: 

• Waarom ontstaat deze vorm juist bij bepaalde parameters?  

• Welke geometrische eigenschappen veroorzaken de boomachtige structuur?  

• Zijn er vergelijkbare vormen binnen andere fractale systemen?  

Een ontdekking is daarmee niet alleen een eindresultaat, maar ook een beginpunt voor nieuw 

onderzoek. 

 

7.4 FTG als nieuwe manier van kijken naar 

vormen 

Fractal Trigeometrie biedt een andere manier om naar structuren te kijken. 

In plaats van alleen te kijken naar de uiteindelijke vorm, wordt ook gekeken naar: 

• de regels waaruit de vorm ontstaat;  

• het ontwikkelingsproces;  

• de relatie tussen eenvoud en complexiteit.  

Deze manier van denken sluit aan bij veel processen in de natuur. 

Een organisme ontstaat niet als een volledig uitgewerkt object, maar ontwikkelt zich stap voor 

stap. 

Ook binnen FTG ontstaat een vorm door een reeks opeenvolgende transformaties. 

 

7.5 Mogelijkheden voor vervolgonderzoek 

De ontwikkeling van FTG biedt verschillende mogelijkheden voor verder onderzoek. 

1. Uitbreiding van de Juliusbulb-familie 

Nieuwe waarden van p en n kunnen worden onderzocht om aanvullende structuren te vinden. 

Mogelijke vragen: 
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• Welke andere bijzondere vormen bestaan er?  

• Welke parameters leiden tot nieuwe groeipatronen?  

• Kunnen nieuwe categorieën worden gedefinieerd?  

 

2. Wiskundige analyse 

Een volgende stap kan bestaan uit een diepere analyse van: 

• symmetrie;  

• dimensies;  

• oppervlakt eigenschappen;  

• ruimtelijke relaties.  

Hierdoor kunnen de gevonden vormen beter mathematisch worden beschreven. 

 

3. Nieuwe visualisatietechnieken 

Moderne computertechnieken maken het mogelijk om fractale structuren nog uitgebreider te 

onderzoeken. 

Denk bijvoorbeeld aan: 

• interactieve 3D-modellen;  

• virtuele omgevingen;  

• animaties van groeiprocessen;  

• hoge-resolutie visualisaties.  

 

4. Vergelijking met natuurlijke systemen 

Een interessant onderzoeksgebied blijft de vergelijking tussen fractale structuren en 

natuurlijke processen. 

Niet om de natuur exact te vervangen door een formule, maar om overeenkomsten in 

organisatieprincipes te onderzoeken. 

 

7.6 De plaats van FTG binnen de 

fractalwereld 
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Fractals hebben sinds hun introductie laten zien dat complexe vormen kunnen ontstaan uit 

eenvoudige regels. 

FTG voegt hier een ruimtelijke dimensie aan toe. 

De ontwikkeling van driedimensionale fractale systemen maakt het mogelijk om: 

• vormen ruimtelijk te onderzoeken;  

• structuren fysiek te maken;  

• nieuwe relaties tussen wiskunde en natuur te verkennen.  

De Juliusbulb-serie vormt binnen deze ontwikkeling een voorbeeld van hoe nieuwe fractale 

families kunnen ontstaan. 

 

7.7 Van digitale berekening naar menselijke 

beleving 

Een bijzonder aspect van dit onderzoek is de overgang tussen verschillende werelden: 

Wiskunde 

↓ 

Computerberekening 

↓ 

Digitale fractal 

↓ 

3D-model 

↓ 

Kunstzinnige en wetenschappelijke ervaring 

Een formule die begint als een abstract idee kan uiteindelijk een object worden dat mensen 

kunnen bekijken en ervaren. 

Dit maakt fractaal onderzoek bijzonder: het verbindt rationele berekening met menselijke 

verwondering. 
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Hoofdstuk 8 

Het Pikalle-boompje en natuurlijke groeivormen 

Een vergelijking tussen 3D Fractal Trigeometrie en 

biologische structuren 

8.1 Inleiding 

Het Pikalle-boompje binnen Juliusbulb-(10,5) vertoont opvallende overeenkomsten met 

verschillende structuren uit de natuur. Hoewel de vorm niet biologisch is ontstaan, maar 

voortkomt uit wiskundige regels binnen de 3D Fractal Trigeometrie (FTG), bezit deze 

structuur eigenschappen die ook zichtbaar zijn in natuurlijke groeiprocessen. 

Het gaat hierbij niet om een directe kopie van een biologisch organisme. De overeenkomst 

ligt vooral in de manier waarop complexe vormen kunnen ontstaan vanuit eenvoudige 

uitgangspunten. 

Binnen FTG ontstaat het Pikalle-boompje door: 

• een beginpunt in de driedimensionale ruimte;  

• geometrische transformaties;  

• herhaalde berekeningen;  

• ontwikkeling van substructuren.  

Deze manier van ontstaan vertoont een duidelijke overeenkomst met veel natuurlijke 

groeiprocessen. 

 

8.2 Bomen als natuurlijke vergelijking 
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De meest herkenbare vergelijking is de structuur van een boom. 

Een boom bestaat uit: 

• een centrale stam;  

• grotere hoofdtakken;  

• kleinere zijtakken;  

• steeds fijnere vertakkingen.  

Het Pikalle-boompje vertoont een vergelijkbare organisatie: 

Pikalle-boompje Boom 

centrale geometrische as stam 

fractale vertakkingen takken 

kleinere herhalende structuren twijgen en bladeren 

ontwikkeling door iteratie groei door levensfasen 

Het belangrijkste verschil is dat een boom wordt gevormd door biologische processen, terwijl 

het Pikalle-boompje ontstaat door wiskundige regels. 

 

8.3 Koraal als ruimtelijke groeivorm 
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Een tweede interessante vergelijking is koraal. 

Koraalkolonies ontstaan door de groei van vele kleine organismen die gezamenlijk een 

grotere structuur vormen. 

Kenmerken: 

• groei vanuit een basis;  

• vertakkingen in meerdere richtingen;  

• herhaling van vormen;  

• complexe oppervlakken.  
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Dit lijkt sterk op de manier waarop een Juliusbulb-structuur ontstaat: niet door het tekenen 

van een eindvorm, maar door een proces waarbij steeds nieuwe details ontstaan. 

 

8.4 Bloedvaten en longstructuren 

 
 

 
 

 
 

 

In het menselijk lichaam komen eveneens sterk vertakte structuren voor. 

Voorbeelden: 
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Longen 

De luchtwegen bestaan uit: 

• één hoofdtak;  

• steeds kleinere vertakkingen;  

• een groot oppervlak binnen een beperkt volume.  

Bloedvaten 

Het vaatstelsel bestaat uit: 

• grote transportvaten;  

• kleinere vertakkingen;  

• fijnmazige netwerken.  

De overeenkomst met het Pikalle-boompje ligt vooral in de ruimtelijke organisatie. 

 

8.5 Mycelium en wortelnetwerken 
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6 

Een bijzonder interessante vergelijking ontstaat met schimmeldraden en wortels. 

Deze structuren: 

• beginnen vanuit een klein groeipunt;  

• verspreiden zich door de ruimte;  

• vormen vertakkende netwerken;  

• reageren op hun omgeving.  

Dit sluit aan bij het bijzondere gedrag van het Pikalle-boompje waarbij een afzonderlijke 

structuur zichtbaar wordt binnen de grotere Juliusbulb-vorm. 

 

8.6 Kristalgroei 
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5 

Ook kristallen tonen eigenschappen die vergelijkbaar zijn: 

• ontstaan vanuit een kiempunt;  

• groeien volgens lokale regels;  

• vormen complexe patronen;  

• vertonen symmetrie en herhaling.  

Hier zien we een belangrijk principe: 

eenvoudige regels kunnen leiden tot complexe structuren. 

Dit principe vormt ook de basis van fractale systemen. 

 

8.7 Overeenkomst in groeiprincipes 

De belangrijkste overeenkomst tussen het Pikalle-boompje en natuurlijke vormen ligt niet in 

de exacte vorm, maar in de onderliggende organisatie. 

Eigenschap FTG Natuur 

beginpunt P(x,y,z) zaad, cel, kristalkern 

herhaling iteratie groeistappen 

vertakking geometrische transformatie biologische ontwikkeling 

complexiteit ontstaat door regels ontstaat door processen 

schaalverandering fractale structuur natuurlijke patronen 

 

8.8 Nieuwe onderzoeksmogelijkheid 

Het Pikalle-boompje kan daarom worden gezien als een wiskundig groeimodel. 

Mogelijke vervolgvragen: 

1. Kan de vertakkingsstructuur mathematisch worden gemeten?  
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2. Welke eigenschappen bepalen de boomachtige uitstraling?  

3. Hoe verandert de vorm wanneer parameters worden aangepast?  

4. Zijn vergelijkbare structuren aanwezig in andere fractale systemen?  

Een mogelijke volgende stap is het ontwikkelen van een “Pikalle-boompje index”, waarbij 

eigenschappen zoals vertakkingsgraad, symmetrie en fractale dimensie worden gebruikt om 

de overeenkomst met natuurlijke structuren te onderzoeken. 

 

 

 

 

 

8. Eindbeschouwing en Nawoord 

De ontwikkeling van 3D Fractal Trigeometrie laat zien dat er nog veel te ontdekken valt 

binnen de wereld van driedimensionale fractalen. 

De Juliusbulb-structuren en vooral het Pikalle-boompje tonen dat complexe vormen kunnen 

ontstaan vanuit eenvoudige principes. 

De belangrijkste conclusie van dit onderzoek is: 

Door wiskundige regels op een nieuwe manier toe te passen kunnen onverwachte 

driedimensionale structuren ontstaan die nieuwe inzichten geven in vorm, groei en 

organisatie. 

Het onderzoek naar FTG is daarmee niet alleen een zoektocht naar mooie beelden, maar 

vooral een onderzoek naar de verborgen verbinding tussen wiskunde en de wereld om ons 

heen. 

Nawoord 

Het ontwikkelen van 3D Fractal Trigeometrie is een langdurig proces geweest van 

onderzoeken, programmeren, observeren en opnieuw vragen stellen. 

Elke nieuwe berekening kon leiden tot een onverwachte vorm. Juist deze ontdekkingen 

maakten het onderzoek bijzonder. 

De Juliusbulb-serie en het Pikalle-boompje laten zien dat achter complexe structuren vaak 

eenvoudige regels verborgen liggen. 

Het blijft fascinerend dat een reeks wiskundige bewerkingen kan leiden tot vormen die ons 

doen denken aan de natuur. 

Dit onderzoek vormt daarom geen afsluiting, maar een uitnodiging om verder te kijken naar 

de mogelijkheden van driedimensionale fractale systemen. 
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Bijlage A - Overzicht Juliusbulb-(p,n)-structuren 

A.1 Inleiding 

Binnen het onderzoek naar 3D Fractal Trigeometrie (FTG) is een grote verzameling 

driedimensionale fractale structuren onderzocht. 

De aanduiding: 

Juliusbulb-(p,n) 

 

geeft de gebruikte parameters weer. 

De combinatie van deze parameters bepaalt de uiteindelijke vorm, complexiteit en 

ontwikkeling van de fractale structuur. 

 

A.2 Parameterontwikkeling 

De parameter p beïnvloedt de geometrische eigenschappen van de structuur. 

De parameter n bepaalt het ontwikkelingsniveau door middel van iteratie. 

Een verandering van één parameter kan leiden tot grote veranderingen in: 

• vorm;  

• symmetrie;  

• vertakking;  

• interne structuur.  

 

A.3 Ontwikkelingsreeks Juliusbulb-(10,n) 

De reeks: 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (10, 1) 
 

tot: 

𝐽𝑢𝑙𝑖𝑢𝑠𝑏𝑢𝑙𝑏 − (10, 25) 
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laat de opeenvolgende ontwikkeling zien. 

n Kenmerk 

1 Basisvorm, eenvoudige structuur 

2 Eerste uitbreiding van details 

3 Meer ruimtelijke complexiteit 

4 Begin van herkenbare patronen 

5 Ontstaan van bijzondere structuren, waaronder Pikalle-boompje 

6–10 Toenemende fractale detaillering 

11–15 Meer complexe oppervlakken 

16–20 Hoge mate van ruimtelijke ontwikkeling 

21–25 Zeer complexe fractale structuren 

 

Figuur A1 – Juliusbulb-(10,n) reeks 

[Plaats afbeelding: overzicht n = 1 t/m 25] 

 

Bijlage B - Het Pikalle-boompje 

 

B.1 Algemene beschrijving 

Het Pikalle-boompje is een bijzondere fractale substructuur binnen de Juliusbulb-familie. 

De belangrijkste eigenschappen: 

• boomachtige vorm;  

• centrale structuur;  

• vertakkingen;  

• zelfstandige ruimtelijke organisatie;  

• ontstaan vanuit dezelfde fractale regels als de hoofdstructuur.  

 

B.2 Ontstaansvoorwaarden 

Uit het onderzoek blijkt dat het Pikalle-boompje gekoppeld is aan specifieke instellingen. 

Belangrijke voorwaarden: 

𝑝 = 6 + 4𝑖 
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waarbij: 

𝑖 = 1,2,3, . . . 
 

en: 

𝑛 = 5 
 

Daarnaast speelt de positie: 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 1) 
 

een belangrijke rol bij het ontstaan van deze bijzondere structuur. 

 

B.3 Verschillende stadia 

Het Pikalle-boompje kan worden bekeken in verschillende ontwikkelingsstadia: 

1. geïntegreerd in de Juliusbulb;  

2. zichtbaar als afzonderlijke vertakking;  

3. losgemaakt als zelfstandig object.  

 

Figuur B1 – Pikalle-boompje binnen Juliusbulb-(10,5) 

[Plaats afbeelding] 

 

Figuur B2 – Vrijstaand Pikalle-boompje 

[Plaats afbeelding] 

 

Bijlage C - Technische achtergrond FTG 
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C.1 Coördinatensysteem 

Binnen FTG wordt gewerkt met een driedimensionaal coördinatensysteem: 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 

waarbij ieder punt een positie in de ruimte vertegenwoordigt. 

 

C.2 Iteratief proces 

Een fractale structuur ontstaat door herhaling. 

Algemeen: 

𝑍𝑛+1 = 𝐹(𝑍𝑛) + 𝐶 
 

Elke nieuwe berekening gebruikt het resultaat van de vorige stap. 

Door dit proces vele malen te herhalen ontstaat een complexe structuur. 

 

C.3 Digitale generatie 

Het genereren van een Juliusbulb bestaat uit: 

1. instellen van parameters;  

2. berekenen van punten;  

3. controleren van voorwaarden;  

4. opbouwen van oppervlak;  

5. visualiseren van het resultaat.  

 

Bijlage D - Historische ontwikkeling 

 

D.1 Beginperiode 

De eerste computerexperimenten met driedimensionale fractale structuren begonnen in 1997. 
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Het doel was het onderzoeken van mogelijkheden om fractale systemen uit te breiden naar 

ruimtelijke vormen. 

 

D.2 Verdere ontwikkeling 

Door de jaren heen ontstonden: 

• nieuwe algoritmen;  

• nieuwe visualisaties;  

• nieuwe fractale families;  

• fysieke modellen.  

De ontwikkeling van Juliusbulb-(10,5) vormde hierin een belangrijk resultaat. 

 

D.3 Fractal Forest 

Een selectie van de ontwikkelde fractale objecten werd gepresenteerd binnen: 

Fractal Forest 

in samenwerking met: 

Evoluon / Next Nature Museum 

De presentatie liet zien hoe digitale wiskundige structuren kunnen veranderen in fysieke 

ruimtelijke objecten. 

 

Bijlage E - Afbeeldingenoverzicht 

 

Afbeelding 1 

Titel: 

Juliusbulb-(10,5) hoofdstructuur 

Plaats: 

Hoofdstuk 3 
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Afbeelding 2 

Titel: 

Ontwikkelingsreeks Juliusbulb-(10,n), n=1–25 

Plaats: 

Hoofdstuk 3 en Bijlage A 

 

Afbeelding 3 

Titel: 

Pikalle-boompje binnen de hoofdstructuur 

Plaats: 

Hoofdstuk 4 

 

Afbeelding 4 

Titel: 

Losstaand Pikalle-boompje 

Plaats: 

Hoofdstuk 4 

 

Afbeelding 5 

Titel: 

Juliusbulb-(10,5) als model voor natuurlijke structuren 

Plaats: 

Hoofdstuk 5 

 

Afbeelding 6 

Titel: 

Digitale visualisatie FTG 

Plaats: 

Hoofdstuk 6 
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Afbeelding 7 

Titel: 

3D-print Juliusbulb-(10,5) 

Plaats: 

Hoofdstuk 6 

 

Afbeelding 8 

Titel: 

Fractal Forest tentoonstelling 

Plaats: 

Hoofdstuk 6 

 

Bijlage F - Verklarende woordenlijst 

 

Fractal 

Een mathematische structuur die ontstaat door herhaling van eenvoudige regels. 

Iteratie 

Het herhaald uitvoeren van een berekening. 

FTG 

3D Fractal Trigeometrie: een methode voor het onderzoeken van driedimensionale fractale 

structuren. 

Juliusbulb 

Naam voor een familie van driedimensionale fractale objecten binnen FTG. 

Parameter p 

Parameter die invloed heeft op de geometrische transformatie. 

Parameter n 

Parameter die het ontwikkelingsniveau bepaalt. 

Pikalle-boompje 

Een bijzondere boomachtige fractale structuur binnen Juliusbulb-(10,5). 
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3D-print 

Techniek waarmee een digitaal model wordt omgezet in een fysiek object. 

 

Achterflaptekst 

De verborgen geometrie achter natuurlijke vormen 

Wat gebeurt er wanneer wiskunde, computertechnologie en natuur samenkomen? 

In 3D Fractal Trigeometrie (FTG) onderzoekt Jules Ruis hoe eenvoudige mathematische 

regels kunnen leiden tot complexe driedimensionale structuren. 

Centraal staat de ontwikkeling van de Juliusbulb-(p,n)-familie en in het bijzonder 

Juliusbulb-(10,5). Binnen deze structuur ontstaat het bijzondere Pikalle-boompje: een 

onverwachte fractale vorm met een opvallende natuurlijke uitstraling. 

Dit boek beschrijft de ontwikkeling van FTG, de achterliggende principes, de 

computerberekeningen, de 3D-modellen en de mogelijkheden om fractale structuren te 

gebruiken als hulpmiddel voor het begrijpen van complexe vormen. 

Een ontdekkingstocht naar de verbinding tussen wiskunde, kunst en natuur. 
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  P  (  x ,  y )


  P  (  x ,  y ,  z )


  P  (  x ,  y ,  z )


    P ′  (    x ′ ,    y ′ ,    z ′ )


  J u l i u s b u l b −  (  p ,  n )


    Z  n + 1 = F  (   Z  n ) + C


    Z  n


  F


  C


  Z =  (  x ,  y ,  z )


  J u l i u s b u l b −  (  p ,  n )


  p = 6 + 4 i


  i = 1 , 2 , 3 , . . .


  J u l i u s b u l b −  ( 10 , 1 )


  J u l i u s b u l b −  ( 10 , 25 )


  n = 1 , 2 , 3 , . . . , 25


  n = 5


  P  (  x ,  y ,  z ) =  ( 0 , 0 , 1 )


  p = 6 + 4 i


  i = 1 , 2 , 3 , . . .


  n = 5


  n = 5


  P  (  x ,  y ,  z ) =  ( 0 , 0 , 1 )


  p = 6 + 4 i


  n = 5


  P  (  x ,  y ,  z ) =  ( 0 , 0 , 1 )


  formule → berekening → beeld → 3D-object


  J u l i u s b u l b −  ( 10 ,  n )


  n = 1  tot  25


  Juliusbulb-(p,n)


  J u l i u s b u l b −  ( 10 , 1 )


  J u l i u s b u l b −  ( 10 , 25 )


  p = 6 + 4 i


  i = 1 , 2 , 3 , . . .


  n = 5


  P  (  x ,  y ,  z ) =  ( 0 , 0 , 1 )


  P  (  x ,  y ,  z )


    Z  n + 1 = F  (   Z  n ) + C

